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Dureh versehiedene einfaehe Erg~nzungen kann die van der 
Waals -Gle iehung  dem jeweiligen VerhMten der Stoffe angepaBt 
werden, wobei die Werte  der Erg/inzungen yon der Ar t  trod der 
Anzahl der Bestandteile der Gasmolekel beeinfluBt werden. Da- 
mit  kann fiber das Korrespondenzgesetz hinausgehend eine stoff- 
liehe Zuordnung der Zustandsgleichungen nach den charak- 
teristischen Werten ffir die kritisehe Konstante  und das kritisch 
bezogene Eigenvolumen getroffen werden. Diese Betraehtungs- 
weise erm6glieht einen guten l~berbliek fiber das Verhalten der 
Gase im verdichteten Zustand und aueh die Erfassung yon Gas- 
gemisehen. 

Noch immer  b ie te t  die van  der W a a l s - G l e i c h u n g  die einfachste Be- 
schreibung des Verha l tens  der rea len  Gase his zur K onde nsa t i on  und  sie 
b r ing t  auch alle Able i tungen  im wesent l ichen r icht ig  zum Ausdruck,  was 
in v~elen ausff ihrl ichen Arbe i ten  dargelegt  wurde  1. Einige ablehnende  
K r i t i k e n  betreffen vereinfach~e Abwand lungen  der  van  der Waa t s -Gle i -  

chung und sind daher  n icht  stichh~]tig.  
U m  die Zahlenwer te  in den un te r such ten  MeBbereiehen besser wieder- 

zugeben,  wobei  besonders  das P r o d u k t  der  kr i t i sehen GrSBen - -  der  kri-  
t ische Koeffizient  - -  beach te t  wurde,  s ind viele neue Fo rme ln  angegeben 
worden,  die meis t  in ihrer  Grundform der van  der W a a l s - G l e i c h u n g  di rek t  
oder n~herungsweise en tsprechen  1, 2. Dagegen sind die zur genauen 

* I~errn Prof. Dr. Alois  M u s i l  zum 60. Geburtstrage gewidme~. 
1 j .  D. van der Waals  jun., Handbuch d. Physik, Bd. X, Ber]in 1926; 

J .  Otto ira Handb.  d. Experimentalphysik,  Bd. VIII /2 ,  Leipzig 1929. 
2 R.  ]Plank, Thermodyn. Grundlagen der K~lteteehnik. Springer-Ver]ag 

1953; 1. _~. Parti~gton,  Physic. Chem. I. Vol., Longmans 1949. 
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Wiedergabe der IYIel3werte entwiekelten vielgliedrigen Ausdrfieke yon 
sehr versehiedenem Aufbuu und lussen nicht immer das Bestreben er- 
kennen, die L6sung in direkter Anpussung an die van der Waala-Gleiehung 

mit der geringsten Zuhl yon Korrektnrgliedern durzustellen 2, a 
Auf jeden Fall stellt die Form der van get Waals-Gleiehung eine 

siehere Basis flit alle weiteren Betraehtungen dur. Davon ansgehend 
sollen hier zwei einfache Anpussungen der van der Waals-Gleiehung uuf- 

gezeigt werden, die genfigen, um dus Verhalten jedes reulen Gases grund- 
sgtzlieh riehtig darzustellen. Danuela k6nnen alle gebrguehliehen Dia- 
gramme bereehnet und gezeiehnet werden und die dann bemerkbaren 
Differenzen gegen die Mel3werte bei extremen Zustgnden k6nnen zweek- 
mgl3igerweise zusgtzlieh erful~t und in ihrem Verlauf weiter verfolgt 
werden. 

Van der Waals ffigte in die ideule Gusgleiehung eine positive Druek- 
und nur eine negative Volumsberiehtigung ein, womit sehon eine eharak- 
teristisehe Wiedergube des volumetrisehen Verhultens der reulen Gase 
erreieht wurde. Aus theoretisehen I)berlegungen war die Druekkorrektur 
reziprok dem Quadrut des unkorrigierten Volumens gesetzt worden. Da- 
dutch ergibt die Gleiehung mit den drei versehiedenen Potenzen des 
Volnmens den bekannten ehurakteristischen Verluuf der Isothermen im 
Druek-Volnmen-Diugrumm, wobei besonders der kritisehe Punkt  hervor- 
gehoben erseheint. 

Aber gerude die Zustandswerte des kritisehen Punktes werden yon 
der van der Waals-Gleiehung dureh einen Koeffizienten wiedergegeben, 
der etwus unterhalb der bekannt  gewordenen MeBwerte liegt; uueh die 
Volumsberiehtigung erseheint im Hinbliek uuf das kritisehe Volnmen 
und die bei hohen Drueken gemessenen Volumen als zu hoeh. 

Aus diesen Grfinden huben viele Forseher versueht, die van tier Waals- 

Gleiehung abzngndern, uber viele Anderungen betrafen nieht die Form 
der Gteiehung, sondern nur die Formulierung der Berichtigungen auch 
dann, wenn diese dutch Anderung des quadrutischen Exponenten oder 
in 15mgeren l%eihenentwieklungen bzw. in Form yon ngherungsweise um- 
rechenbaren Exponentiulausdrtieken erfolgte. Alle diese Anderungen 
wuren uls besondere Einzelf~lle uufgeful~t worden, obwohl sie nur ver- 
sehiedene F&lle der Anpussung der van der Waals-Gleichung waren, und 
es erseheint nun reizvoll, den einfaehsten Weg einer prinzipiell riehtigen 
allgemeinen Anpussung der van der Waals-Gleichung an die Megwerte 
zu suehen, wobei jeweils der kritisehe Koeffizient und die haupts~ehliehe 
Volumberiehtigung zutreffen mfissen. Weiters kann man naeh einer 
sehon lunge gemaehten Erfahrung in die Druckkorrektur noeh die Tem- 

a H. Benzle~ ~ und A. v. Koch, ~thyien, Chem. Ing. Techn. 27, 71 (1955); 
F. Cramer, Kohlendioxyd, Chem. Ing. Techn. 27, 484 (1955); E. R. Grahl, 
Ammoniak, Pe~ro]. Process. 1953, 562. 



420 E, Schwarz-Bergkampf: [Mh. Chem., Bd. 90 

peratur  ats Faktor  in den Nenner einsetzen; eine Mal3nahme, die schon 
auf Ctausius zuriickgeht und seither besonders yon Be+'thetot angewendet 
wurde ~, well sich dadureh sofort eine Druekabhgngigkeit der Spezifisehen 
W~rme ergibt. 

Man erkennt aus den vorliegenden Gleiehungen, dab die Anpassung 
der kritisehen Koeffizienten am leiehtesten erfolgt, wenn man naeh dem 
ersten Vorsehlag yon Dieterici den Exponenten des Volumens in der Druek- 
beriehtigung etwas unter zwei erniedrigt ~. Dadureh ~ndert sieh der 
mathematisehe Charakter d e r  Gleiehung nieht, weil immer noeh drei 
Volumswerte oder nur einer einem jeden Druckwert entspreehen. Zu- 
s~tzlieh kann die weiters noeh genauer notwendige Volumberiehtigung 
am einfaehsten so erreieht werden, dag aueh das Volumen in der Druek- 
beriehtigung eine dann im allgemeinen nut  in ganz geringem Mage n6tige 
Beriehtigung erf~hrt. Die Anpassung der van der Waals-Gleichung erfolgt 
also dureh den ge~nderten Exponenten n < 2 und den Bruehteil x der 
haupts~ehlichen Volumsberichtigung b fiir die Korrektur  des Volumens 
in der Druckberichtigung. 

An der physikalisehen Bedeutung dieser Beriehtigungen in der van 
der Waals-Gleiehung wird dutch diese Anpassung keine Anderung herbei- 
gefiihrt, da die Auswirkung der Anziehungs- und AbstoBungskri~fte zwi- 
sehen Molekeln nieht dutch den genauen Exponenten yon 2 des Volumens 
in der Druekberiehtigung angegeben werden muB. Eine zusgtzliehe Er- 
g~nzung, die sehon be i  einigen Formeln gemaeht wurde, weil sie die 
Druekberiehtigung wesentlieh verbessert und den Hauptnaehtei l  der Ab- 
leitungen der van der Waals-Gleiehung beseitigt, ist die Einsetzung der 
Temperatur  in den Nenner der Druekberiehtigung. Somit erhglt man 
folgende einfaehste Form der angepaBten van der WaaIs-Gleiehung 

( P + T ( V - - x b ) ~  ( V - - b )  = R T  

mit den Ableitungen, die mit  den Werten f/Jr den kri~ischen Punkt  gleich 
Null werden. 

dP R T  na 

d V  - -  ( v - - b )  ~ + T ( V - - x b )  r~§ 

d2P 2 R T  n (n -~ 1) a 
,/V 2 (V- -b )  3 T ( V - - x b )  n+2 

Fiir die kritisehen Werte erh~lt man: 

V ~ ( n - - 1 ) = b ( 1  + n - - 2 x )  

C. Dieterici, Area. Phys. IN. F.] 09, 685 (1899); [4] 5, 51 (1901); /~. H. 
3~lacDougall, J. Amer. Chem. Soe. 38, 528 (1916); 39, 1229 (1917); K. Jel- 
li~ek, Lehrb. phys. Chem., I. Bd., 911, Stuttgart 1928. 
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a ( n - -  1) n+l = P~.  Tk" b n (n -r 1) n+l (1 - - x )  n 

R" T~ 4n ( l - - x )  

- - P k "  V~ ( n - - l )  (n q- 1 - - 2 x )  

und daraus die reduzierte Gleichung: 

(ITS- 1 ) n + l ( 1 - - x ) n ( n - - 1 ) - l ] ~  n--] 

~ = ~ + ~(~ + i - 2 x ) ~ - ~ T ~  ~ n l  19 ~ 4; ~-- 2Xl 

Aus den dargelegten Beziehungen ersieht man, dab alle Verhgltnisse 
yon b/V~ und alia a-Werte dutch entsprechende Werte yon n und x er- 

G J ~ g 

Abb. 1, Zusammenhang der Beiwerte der molaren Gas-Zustandsgleichung 
a 

(P § Z (V-- xb) n) (V--b) = RT rnit dem kritisehen Xoeffizienten z (V k ist  das kritische Mol'~'olumen) 

zielba.r sind. Am deutliehsten wird das dureh eine graphisehe Darstellung 
dieser Zusammenh~nge, die aueh als Hilfe bei allen derartigen Bereehnun- 
gen sehr nfitzlieh ist (Abb. 1). 

Die Einordnung der realen Gase dureh Punkte in dieses Diagramm 
erfolgt ftir den kritisehen Punkt  nach dem a-Wert  und dutch einfaehe 
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stufenweise gen/iherte Bereehnung eines Wertes ffir einen Gaszustand 
bei hohem Druek. So erhalt  man  z. B. fiir die yon Himpan 5 angef/ihr~en 
Stoffe und andere:  

(T ~'b 26 

N2 . . . . . . . . . . . . . .  3,42 1,725 0,07 
H20 . . . . . . . . . . . .  4,22 1,55 0,175 
CO2 . . . . . . . . . . . .  3,64 1,61 0,33 
C 21-14 ........... 3,55 i ,655 0,23 
i-C5H12 . . . . . . . . .  3,74 1,575 0,38 

b 

25,3 3,58. 107 
14,4 3,32. l0 s 
29,3 1,17. l0 s 
39,0 1,64. 10 s 
97,0 4,57. 10 s 
cm 8 ~ Moln 
Mol ore3 n 

Einen anderen Weg schlug Himpan ein, dureh Einffihrung yon un- 
abhgngigen Korrek turen  ftir jeden Volumswert  der van der Waals- 
Gleichung 5, ein Weg, der im Prinzip wieder yon Clausius begonnen 
wurde2; ebenso wird die Tempera tur  in dem Nenner der Druckkorrektur  
berficksichtigt. Hier soll an den ersten einfachen und schon umfassenden 
Vorschlag yon Himpan angeknfipft  werden, allerdings in einer anderen 
l~eihenfo]ge der Bezeichnung der Korrektui~en, um sie besser mit  den 
b-Werten der anderen Formeln vergleichen zu kSnnen. 

( - ) P §  T ( V - - c ) ( V 4 - d )  ( V - - b ) = R T  

Aus den Ableitungen ffir die Bedingungen am kritischen P u n k t  erh~lt 
man  entsprechend Himpan ffir a,/b,/c, ]g und darfiber hinausgehend mit  

= 1  b _ l _ / a ;  c = l - - - - =  
V~ V~ t--/b; d = 1 + - - = l [ - - l ~  

(~ ~)~ C § 
ft~ ~ = T ~ d  ~ - 

c d (c + d P - - c d  
i+ =+= 

d c 

bzw. noch die bemerkenswerte Zusammenh~nge 

~ = b + c + d  

a = [(c + d) 2 --cd] P~" T~" V2~ -- (a--b)a P~T~V% 
C; 

Sie alle zeigen, dag eine s~renge Verkniipfung zwischen den angefiihrten 
Werten  besteht  und  somit ffir jeden Wer t  des kritischen Koeffizienten 
und der haupts~chlichen Volumkorrektur  b sich ebenso eindeutige Werte  
yon c und d bzw. des Faktors  a ergeben (wenn die Bedingungen fiir den 

5 j .  Himpan, Mh. Chem. 84,787 (t953); 85, 936 (1954); 86, 259, 491 (1955). 
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kritisehen Punkt  erffillt werden), was wieder am besten in einer graphisehea 
Darstellung zusammengestellt und fiberbliekt warden kann (Abb. 2). Diese 
Zusammenhgnge zudsehen den voneinander in Abhgngigkeit stehenden 
Korrekturen entspreehen der Ta~saehe, dab sie nut aus zwei versehiedenen 
MeBwerten erhal~en warden, sie gndern sieh nieh~ dutch die weitere Ab- 
wandlnng der Formel dutch Himpan  und gelten ebenfalls ffir diese. 

Man kann erkennen, dab auch hier die jeweiligen Abweiehungen yon 
der van der Waa/a-Formulierung nut  gering sind und damit  lgBt s~ch nun 
aueh das Zustandsverhalten eines Gases bis weir fiber den kritischen 
Punkt  hinaus reeht gut wiedergeben. 
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Abb. 2. Zus~mmenhang der Beiwerte dot molaren Gas-Zustandsgleichung 

P =  ~ , v  a -) (V b ) = R T  mit dem kritischen Koeffizienten z (V k ist das kritische Molvolumon) 
~'t~ c)(V+d) 

Am besten kann dieses Verha.iten eines reaten Gases in einem lg r:/tg -:- 
Diagramm aufgezeigt warden, in das die Isoehoren eingetragen wer- 
den. Hier fgllt das "Misehungsgebiet des flfissigen und gasf6rmigen Zu- 
st~ndes heraus und wird dureh die vom kritisohen Punk~ ausgehende 
reduzierte Siedelinie gekennzeichnet. Diese Linie ist nur sehr sehwaeh 
gekr/immt und verlguft ffir versehiedene 8toffe knapp nebeneinander zu 
deren reduzierten Werten der Siedepunkte. Ffir allgemeine Betraehtungen 
iiber reale Gase ist ein derartiges Diagramm, das aus mit, tleren Werten 
bereehnet wird, yon groBer Bedeu~ung. Man kann in ihm z. B. die auf 
einem sehmalen Band der q0-Werte liegenden reduziert.en Werte der 
Normalzustgnde und der in gleieher H6he der lg ~-Werte liegenden Siede- 
punkte eintragen. Damit  erleiehtert man sich zweifellos die Bezugnahme 
~uf dieses allgemeine Diagramm. In  den betreffenden Einzelfgllen kann 



424 E. Sehwarz-Bergkampf: [Mh. Chem., Bd. 90 

in dem umfassenden l~ahmen dieses logarithmischen Diagrammes auch 
noch die bei hohen Temperaturen auftretende Dissoziation der Gase dureh 
die dabei auftretende Volumenvermehrung berfieksichtigt werden. Ebenso 
k6nnen alle kalorisehen Eigenschaftswerte yon den Normalzust~nden aus- 
gehend berechnet und eingetragen werden, ~uch die eharakteristisehen 
Grenzlinien fiir das kalorisehe Zustandsverhalten der Gase. Wenngleich 
die Ableitungen der ZustandsgrSBen sehr kritiseh in ihren Werten sind, 
so zeigt sich doch in allen Ausreehnungen, dab eine recht gute Wiedergabe 
aller kalorisehen Eigensehaften, die die realen Gase kennzeiehnen, auf 
diesen Wegen zu erreiehen ist. 

Obwoht Himpan  eine einmalige groge positive Korrektur  fiir das 
Volumen einfiihren mul3te, die auf  physikalisehem Wege nieht erkliirbar 
ist, so bringt sie doeh reehnungsmi~13ig den Vorteil, den einfaehen Exponen- 
ten yon Zwei der van der Waals-Gleiehung beibehalten zu k6nnen. Aueh 
seheint der Ubergang zum idealen Gaszustand bei den entspreehenden 
Zustandsbedingungen zahlenmgl3ig sehneller zu erfolgen, als bei der hier 
vorher dargelegten Ableitung aus der ersten Dieterici-Gleiehung; was den 
wirkliehen Verh~iltnissen besser entsprieht. Himpan konnte sehon mit  
der ersten, hier wiedergegebenen Formulierung zeigen, dal3 alle damit  
abgeleiteten Beziehungen reeht gut zutreffend erhalten werden k6nnen. 
Die weitere Abwandlung seiner Formulierung soll hier nieht behandelt 
werden, nut  ist dabei zu bemerken, dag dureh die neue Bezugnahme auf 
den Siedepunkt neben dem kritischen Punkt  die Werte der Korrekturen 
etwas von den mit  dem Hoehdruekpunkt  bei der kritisehen Temperatur  
erhaltenem abweiehen. Wenn aueh diese Abweiehung gering ist, zeigt 
sie doeh noeh eine spezielle Abh~ngigkeit an, die naeh den Mel3ergebnissen 
nieht dutch eine zusi~tzliehe Abh~ngigkeit der eingeffihrten Volum- 
korrekturen beriieksiehtigt werden soll, wie dies sehon van Laar 6 ffir die 
van des Waals-Gteiehung ausffihrte, sondern unter absiehtlieher Konstant-  
hattung dieser Volumkorrekturen und so vielleieht am einfaehsten dureh 
die Einfiihrung eines yon Eins abweichenden Exponenten fiir die Tempe- 
ratur  in der Druekberichtigung, naeh der einfaehen Formulierung 

a 
jedoch a* = 
' T k  

In  etwa gleicher Weise erh~lt man aus beiden hier angeffihrten Anpassun- 
gen ftir die Exponenten der Temperatur  in den Druckberichtigungen fiir 
eihe gute Wiedergabe die Werte ffir den kritischen Punkt,  einen h6heren 
Druckwert bei der kritischen Temperatur  und dem Siedepunkt einen 

6 j .  van Laar, Die Zustandsg]eichung, Leipzig, Verlag Voss, 1924. 
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Wert  yon etwa + 0,2 ftir diesen Temperaturexponenten.  Wi~hrend man 
aus der Druckabhi~ngigkeit der Spezifisehen Wi~rme Cv entsprechend 
Angaben nach H i m p a n  fiir Stiekstoff bessere Werte mit  einem Temperatur-  
exponenten 0,6 erhglt. Mit einem Exponenten yon 0,5 hat  aueh sehon 
RedIich gearbeitet 7. 

Aus dem Vorgebrachten kann man erkennen, dag dureh einfache 
MaBnahmen die van der Waals-Gleiehung an die wirkliehen Gegebenheiten 
gut angepal3t werden kann;  man erkennt auch, dab das lange verfolgte 
Korrespondenzprinzip nur eine ungefghre Ngherung sein kann und man 
nun unter Bezugnahme auf ~hnliehe Molekeln sehr nahe an die riehtigen 
Erg~nzungen fiir eine genaue Anpassung der van der Waals-Gleiehung 
herankommen kann. 

Auch ftir Misehungen kann der manchmal sehr charakteristisehe, 
sogar Extremwerte  erreiehehde Verlauf s ganz genau in den bier gezeigten 
graphischen Darstellungen mit  den Gehaltsangaben eingetragen werden. 
So sieht man, dab die Gr6gen in den Zustandsgleiehungen nicht nur 
die Art und Anzahl der Molekelbausteine beriieksichtigen, sondern auch 
die Wechselwirkung der versehiedenen Molekelarten in Misehungen. 

O. Fuchs, Physik. Chem. als Einfiihrung in d. chem. Teehnik. S~uer- 
l~nder 1957; O. Redlieh und J.  N.  S. Kwong, Chem. l~ev. 44, 233 (1949). 

s j .  Himpan, Mh. Chem. 87, 646 (1956). 
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